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Zur Tragerzahlstatistik in Folgen von Elektronenlawinen

Von WERNER LEGLER

Institut fiir Angewandte Physik der Universitdit Hamburg
(Z. Naturforschg. 19 a, 481—483 [1964] ; eingegangen am 21. Dezember 1963)

The distribution function for the carrier numbers of series of electron avalanches is calculated.
These series develop in gas discharges if the gap voltage approaches the breakdown potential. The
calculation is valid for the case that the distribution function of the avalanches is given by
v(n) = (1/n) exp(—n/n). The influence of electron attachment on the derived formula is investi-

gated.

Die Tragerzahl n von Elektronenlawinen unter-
liegt statistischen Schwankungen, die durch die Ver-
teilungsfunktion

v(n) = (1/n) exp(—n/n) (1)
beschrieben werden ! 2. Dabei wird vorausgesetzt,
dal der Mittelwert

r'z=expf:zdx (2)

der Tragerzahl grofl gegen eins ist (a = Ionisie-
rungskoeffizient). Diese Verteilungsfunktion wurde
durch experimentelle Untersuchungen bestatigt 3 4.

Mifit man die Tragerzahlverteilung von Elek-
tronenlawinen in der Ndhe der Durchbruchspannung
der Entladungsstrecke, so ist zu beachten, dal die
einzelnen Lawinen von Folgelawinen begleitet sein
konnen, die durch Sekundérprozesse an der Kathode
ausgelost werden. Diese Folgelawinen bilden zusam-
men mit der Priméirlawine eine generationsartig ge-
gliederte Kette. Im allgemeinen bedingt das ange-
wandte MeBverfahren, dafl in diesem Falle nicht
mehr die Verteilung der Tréagerzahlen einzelner La-
winen, sondern nur die der Lawinenketten registriert
werden kann®77. Zur Auswertung solcher Messun-
gen ist es erforderlich, die Verteilung der- gesamten
Tragerzahl solcher Ketten zu kennen. In der vor-
liegenden Arbeit wird diese Verteilung unter der
Voraussetzung berechnet, daf} die Einzellawinen der
Verteilung (1) unterliegen. Anschlieend wird unter-
sucht, wie das Ergebnis modifiziert wird, wenn die
Bildung negativer Ionen durch Elektronenanlagerung
beriicksichtigt wird.

Berechnung der Verteilung

Zur Berechnung gehen wir von der Wahrschein-
lichkeit einer Kette definierter Struktur aus und zei-
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gen, dal} Ketten mit gleicher Lawinenzahl, aber unter-
schiedlicher Verteilung der Lawinen auf die einzel-
nen Generationen, bis auf konstante Faktoren gleiche
Haufigkeitsverteilungen der Gesamttrigerzahl be-
sitzen. Diese Ketten werden zusammengefalit und an-
schlieBend fithrt die Summation iiber alle méglichen
Lawinenzahlen zur gesuchten Verteilungsfunktion
der Gesamttriagerzahlen von Lawinenketten.

Die primare Lawine bestehe aus m, Elektronen
und habe %, Folgelawinen in der ersten Folgegenera-
tion mit insgesamt m, Elektronen. Die zweite Folge-
generation soll von k, Lawinen mit m, Elektronen
gebildet werden. Die Kette soll mit der r-ten Folge-
generation abgeschlossen werden, d. h. die dort lau-
fenden m, Elektronen diirfen keine Folgelawinen
mehr auslésen. Die Struktur der Kette wird durch
das folgende Schema dargestellt:

Nr. der
Generation B 1 2 s T r+1
Lawinenzahl k, =1 Kk, K ms kr  kr:1=0
v SN
Elektronenzahl m, my my, ... my

Jeder Pfeil in diesem Schema bezeichnet einen Uber-
gang. Fiir diese Uberginge gelten folgende Wahr-
scheinlichkeiten :

v(k, m) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dal3
k Lawinen aus insgesamt m Elektronen bestehen

(Senkrechte Pfeile).
Aus (1) folgt durch k-fache Faltung

(m/n)k—1 ~
v(k,m) = 10" 5 exp(—m/A). (3)
p(m, k) ist die Wahrscheinlichkeit, dal eine La-
winengruppe von m Elektronen an der Kathode k
Folgelawinen auslost (Schriage Pfeile). Wird pro

Lawinenelektron mit der Wahrscheinlichkeit y eine
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Folgelawine erzeugt, so ist wegen y < 1 die Grofle k&
einer Poisson-Verteilung unterworfen.

p(m, k) = f———f.> exp(—y m)

= 1{( (m/i)* exp(— um/i). (4)

Dabei wurde der Riickwirkungskoeffizient p=yn
eingefiihrt. Ist « =1, so bedeutet dies, da} im Mittel
jede Lawine gerade eine Folgelawine auslost (Selb-
stindigkeitsbedingung der Townsenp-Entladung).
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer
Kette von der im obigen Schema angegebenen Struk-
tur ergibt sich aus dem Produkt der zu den einzelnen
Pfeilen gehorenden Ubergangswahrscheinlichkeiten.

W (migs Mgy o s o9tz | Ly Byy o v oy By 0)
:Hv(kv,my) p(ma, k1) (5)
r=(

Setzt man die durch (3) und (4) gegebenen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten ein und fithrt durch

N=imy, s:ikr
y=0 v=1

die Gesamtelektronenzahl N der Kette und ihre Ge-
samtzahl s der Folgelawinen ein, so erhélt man

(6), (7)

W(mg,myy..c,my 1 kyyooo,ky,0)
— i expl— (L4 @) NI | A=
=psexp[ — (1+p) N/n g 1) Ty

(8)
Es werden nun alle Ketten mit gleicher Gesamt-
elektronenzahl N und der Lawinengruppierung
1,k ...,k ,0 zusammengefalt. Die Wahrschein-
lichkeit fiir das Auftreten einer solchen Kette ergibt
sich aus (8) durch r-fache Integration tiber die m,
unter Beachtung der Bedingungen (6) und m, >0 zu

WV L kg, by, 0) = 5 [ (N/R)2]®

' f(]-akla"' kno)exp[_(l'*"/u N/ﬁ] (9)
= (k +kv+1
mit  f(1, k..., k,0) = 5 )'H k—l)'k+1 .

(10)

Aus diesen Gleichungen geht hervor, daf} Ketten mit
gleicher Zahl s von Folgelawinen trotz unterschied-
licher Verteilung der Lawinen auf die einzelnen
Generationen gleiche Verteilungsfunktionen fir die
Gesamttragerzahl N besitzen, wenn man von dem
Faktor f(1,%,...,k,,0) absieht, der weder die
Variable N, noch die Parameter 7 und w« der Ver-
teilungsfunktion enthalt.

W.LEGLER

Sieht man jetzt von der individuellen Verteilung
der Folgelawinen auf die einzelnen Generationen ab,
so folgt fiir die Wahrscheinlichkeit W (N |s) fiir das
Auftreten einer Kette mit s Folgelawinen und N
Elektronen

W(N|s) = & [u(N/@)21 F(s)expl — (1+ ) N/a]
(11)
mit F(s)=Nf(Lky,oonk  0) . (12)

Dabei ist die Summation in (12) tiber alle moglichen
Anordnungen von natiirlichen Zahlen %, zu er-
strecken, welche die Bedingung (7) erfiillen. Dabei
durchliuft r alle Zahlen von 1 bis s, wenn s 2> 1 ist.
Fiir s=0 existiert nur f(1,0) =1 und damit wird
auch F(0) =1. Die Bestimmung von F(s) soll hier
nicht durch explizite Ausfilhrung der Berechnungs-
vorschrift (12) in Verbindung mit (10) durch-
gefiihrt werden. Wie im Anhang auf einem anderen
Weg gezeigt wird, ist
1
F(s)= sis+1)! e
Die gesuchte Verteilungsfunktion ¢ (N) der Ge-
samttragerzahl einer Lawinenkette erhalt man durch
Summation der W (N s) tber alle s.

p(N) =

(13)

Z (VY N/m2s

sl(s+1)! exp[ — (1+u) N/a] . (14)

Einfiihrung der Besser-Funktion erster Ordnung
liefert

1 J1(12VMN/n
N} = n iy uN/n
Diese Verteilungsfunktion ist fiir verschiedene Werte
des Riickwirkungskoeffizienten w« in Abb.1 dar-

exp[ — (1+u) N/a]. (15)
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Abb. 1. Verteilungsfunktion der Tridgerzahlen N in Folgen
von Elektronenlawinen mit dem Riickwirkungskoeffizienten u
als Kurvenparameter. u=0: Verteilung fiir Einzellawinen.
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gestellt. Fir u«>0 ergeben sich in halblogarith-
mischer Darstellung durchhingende Kurven. Diese
charakteristische Abweichung von der Geraden des
Falles « =0 ist bereits bei #>0,1 deutlich zu be-
merken. Fiir den niheren Vergleich dieser Kurven
mit experimentell bestimmten Verteilungen sei auf
die Arbeiten von FrommuoLp ¢ und Scurumsonm ?
verwiesen.

Berechnet man Mittelwert und Streuung dieser
Verteilungsfunktion, so erhilt man

N= _[N«p(zv) dN= o, (16)

o= [ (N=N)2p(N) dN—7* e

0
Hieraus ist zu entnehmen, daBl nicht nur Mittelwert
und Streuung tber alle Grenzen wachsen, wenn u
gegen 1 strebt, sondern auch die relative Streuung

o/N = ]/ 1+”

wachst noch iiber alle Grenzen. Dies bedeutet, daf3
die statistischen Schwankungserscheinungen eine um
so stdrkere Rolle spielen, je mehr sich die Spannung
an der Entladungsstrecke der Ziindspannung nahert.

(17)

(18)

EinfluB der Elektronenanlagerung

In elektronegativen Gasen konnen Elektronen
durch Anlagerung als negative Ionen gebunden wer-
den. Dieser Vorgang wird durch den Anlagerungs-
koeffizienten 7 beschrieben. Im Gegensatz zum Fall
der fehlenden Anlagerung mul} jetzt bei der Angabe
der Trigerzahl einer Lawine zwischen Elektronen-
zahl und Zahl der positiven lonen unterschieden
werden. Wie frither gezeigt wurde’, wird dann die
Verteilung der Tragerzahlen nicht mehr ohne weite-
res durch die Funktion (1) beschrieben. Unter der
Voraussetzung, dall exp[(a—1#)d] > 1 ist, erzeugt
der Bruchteil 7/a der primar an der Kathode aus-
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gelosten Elektronen keine Elektronenlawinen, d. h.
an der Anode kommen nur wenige negative Ionen
an. Der verbleibende Anteil (1 —#/a) der Primar-
elektronen erzeugt Lawinen, deren Trigerzahlen ge-
mal der Funktion (1) verteilt sind, wobei jedoch fiir
n andere Werte einzusetzen sind. Fiir die Elektronen-
zahlen ist dies die Grofle

_x _ exp[(a—7n) d]
B = (19)
und fir die Zahl der positiven Ionen

_x _ exp[(a—7n) d]

p= x(1—77/0!)2 ’ 208
Mit diesen Modifikationen gilt die in (14) bzw. (15)
angegebene Verteilung auch fiir den Fall der Elek-

tronenanlagerung.

Anhang

Zur Berechnung von F(s) wird die Tatsache benutzt,
dafl die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer
Kette mit beliebiger Zahl von Elektronen N und Folge-
lawinen s (einschlieBlich s=0) gleich eins ist.

1= Z [ W(N|s)dN.
s=0N=0
Setzt man hier W (N |s) nach Gl. (11) ein, so ergibt
sich nach Ausfithrung der Integration und anschliefen-
der Multiplikation der Gleichung mit (1+ «) die Be-
ziehung

(21)

2

1-|-‘u=i 2) 'F(s)( (22)

(1-I-))

Dies muB fiir 0 < u <1 gelten. Dort gilt auch die
Identitat

_(1+m - )
14p= 1 V1 (1+) (23)

Reihenentwicklung der Wurzel nach u/(1+ )2 und
Koeffizientenvergleich zwischen (22) und (23) liefert
das Ergebnis

1

FG&)=r6en1

(24)



